Curso: GeoGebra como herramienta para aprender y ensefiar matematica en forma dinamica
Profesor Tutor: Laura del Rio y Fabiana Pauletich

Moédulo 5
GEOMETRIA 3D
CONTENIDOS

Durante el desarrollo de este modulo podras utilizar las herramientas disponibles en
GeoGebra para:

o Construir s6lidos y explorar sus propiedades.

e Profundizar acerca del concepto de volumen y area lateral de un sé6lido y su
independencia.

e Relaciones métricas entre solidos semejantes.

e Estudiar s6lidos platonicos y arquimedianos.

e Estudiar las Conicas como secciones planas de un cono

MARCO CONTEXTUAL DE LA CLASE

En el marco de la ensefianza de la geometria que venimos desarrollando desde los
modulos anteriores del presente curso, la geometria tridimensional merece un capitulo
especial.

Su estudio favorece las habilidades espaciales de los estudiantes y la percepcion visual,
ademas del razonamiento logico. Sin embargo, se encuentra bastante relegada en la
ensefianza en todos los niveles educativos. A menudo, el conocimiento geométrico del
espacio tridimensional que circula en las escuelas se limita a clasificar s6lidos simples
(esferas, conos, poliedros y cilindros) y unas cuantas formulas para determinar areas y
volimenes.

Esta ausencia de la ensefianza de la geometria tridimensional en el curriculum real se da
pese a que en los disefios curriculares de nuestra provincia tiene presencia. En ellos, se
propone el estudio de los cuerpos geométricos, sus secciones, sus propiedades, los
cuerpos regulares (platonicos), los arquimedianos, la semejanza entre cuerpos,
posiciones relativas entre planos, rectas y entre planos y rectas.

Andrade y Montecino (2011) analizan las dificultades en el aprendizaje de lo espacial
cuando se utilizan representaciones iconicas planas. Mencionan, por ejemplo, como un
obstaculo que los objetos tridimensionales, por lo general, se representan
bidimensionalmente en el aula. Esto dificulta la construccién de una correcta imagen
mental por parte del alumno. También mencionan dificultades a la hora de aprehender
objetos matematicos que se generan dinamicamente, como los solidos de revolucion, al
contar inicamente con representaciones estaticas de los mismos.

Desde la antigiiedad se utilizan para la ensefianza “manipulables fisicos” —por ejemplo
los cuerpos en madera que suelen haber en las aulas-, pero mas recientemente, con el
auge de las tecnologias digitales, se ha comenzado a incorporar los “manipulables
virtuales”, que permiten abordar varias de las dificultades descriptas en el parrafo
anterior.
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En lo que sigue, proponemos algunas actividades que promueven el aprendizaje de la
geometria 3D utilizando GeoGebra, considerando los lineamientos del disefo curricular
de la Provincia de Buenos Aires.

ACTIVIDADES

El objetivo del primer ejemplo es, para el docente, familiarizarse con las herramientas
de la Vista grafica 3D de GeoGebra y su utilizacion. Para el alumno, ademés de esto,
podria tener como objetivo que se familiarice con los distintos tipos de solidos, sus
posiciones relativas, su construccion.

Ejemplo 5.1 - Identificando y clasificando cuerpos geométricos
Construir en la vista grafica 3D de GeoGebra un modelo de casa.
a. (Qué solido podemos utilizar para la casa?
LY para un techo a dos aguas?
LY para el tanque de agua?
(Una chimenea?
Utilizar figuras planas para colocar puertas y ventanas.

opo o

Ejemplo 5.2 — Desarrollo de poliedros
Se desea construir un depdsito con forma de prisma rectangular recto de base
cuadrada cuyo volumen sea 36 cm?:
a. Construir un cuadrado en la vista grafica 2D utilizando la herramienta

Poligono regular .
b. Abrir la vista grafica 3D y utilizar la herramienta Prisma o cilindro desde

su base para construir un modelo dinamico del deposito. Pista: una
vez seleccionada la herramienta, hacer clic sobre el cuadrado en la Vista
grafica 3D y luego ingresar en “Altura” el valor de la altura como una
funcion del lado de la base.

om?
c. Determinar el volumen del prisma utilizando la herramienta Volumen

d. Utilizar la herramienta Desarrollo para visualizar el desarrollo de este
cuerpo.

Para investigar:
a. Al aumentar la longitud del lado de la base ;Qué ocurre con el volumen?
(Aumenta, disminuye o se mantiene?
b. (Y qué ocurre con el area lateral del cuerpo?
c. ¢Existe una relacion entre el volumen de un cuerpo y su area lateral?
Pista: La expresion del desarrollo en la vista algebraica representa el area lateral
del cuerpo. Esto permite estudiar su variacion.

En caso de no lograr la construccion, ver la siguiente:
https://www.geogebra.org/m/NyCDCCXz
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Ejemplo 5.3 - Conjeturando acerca de los volumenes de prismas y piramides
a. Trazar un cuadrilatero cualquiera en el plano xy en la Vista grafica 2D, lo
llamaremos poligonol.
Tomando poligonol como base, construir un prisma.
c. Colocar un punto P en la cara superior del prisma (aquella que es paralela

al poligonol) y trazar la piramide que tiene como base a poligonol y
apice en el punto P.

Para investigar:
a. ¢Varia el volumen de la piramide a medida que se mueve el punto P?
b. (Existe alguna relacion entre los volimenes de la pirdmide y el prisma
original?
c. Modifica los vértices de poligonol para analizar si la relacion encontrada
se mantiene.

VOLUMENES Y AREAS DE CUERPOS SEMEJANTES

En el disefio curricular de 5 afio de la Escuela Secundaria se establece que: “El tema de
cuerpos semejantes y del analisis de la razon entre sus areas y volumenes merece un
tratamiento cuidadoso, dado que es frecuente que los alumnos de cursos superiores
presenten dificultades al momento de resolver problemas vinculados a esta tematica. Se
puede ayudar a los estudiantes a construir estrategias mediante la visualizacion de
representaciones en ejes de figuras tridimensionales sencillas; para luego acompanarlas
con el estudio de las razones entre sus aristas, caras y el planteo de la razén entre sus
volimenes, tanto desde lo algebraico, como desde la visualizacion geométrica”.

ACTIVIDADES

Ejemplo 5.4

a. Construir con GeoGebra un tetraedro con base en el plano xy de la
Vista Gréfica 3D.
b. Colocar un punto P sobre el eje z y trazar el plano paralelo al xy que pase

por P D

c. Hallar la interseccion entre este plano y el tetraedro .
d. Utilizando los puntos de esta interseccion, construir un segundo
tetraedro, el cual serd semejante al anterior.

Para investigar:
a. (Podrias encontrar la razoén de semejanza entre los volimenes?
b. (Y entre las areas laterales?
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SOLIDOS PLATONICOS

Definicion: Un poliedro se llama regular o platénico cuando cumple estas dos
condiciones:

1) Sus caras son poligonos regulares idénticos.

2) En cada vértice del poliedro concurre el mismo niimero de caras

Existen tinicamente 5 sélidos platonicos:

Sélidos platénicos: Arriba (de izquierda a derecha): Tetraedro, Octaedro e Icosaedro. Abajo (de
izquierda a derecha): Cubo y Dodecaedro. Fuente:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Platonic_solids.jpg

En GeoGebra:

- El cubo y el tetraedro se pueden construir a partir de herramientas ]y

- Los cinco se pueden generar por medio de comandos. Por ejemplo, para
hacer un dodecaedro, coloca dos puntos en cualquier lugar del espacio, A y
B, luego ingresa en la Barra de entrada “Dodecaedro(A,B)” y presiona Enter.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

» Vista AlgebraicaX]| b Vista Grafica 3D
Punto

~@® A=(0.87,-3.28,

~® B=(3.33,-3.83,

« [ v

Entrada: Dodecaedro[A, B] ot o oo D
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ACTIVIDADES

Para Investigar: Construir un cubo con GeoGebra y a continuacion, marcar los puntos
medios de cada cara. Tomando estos puntos como vértices ;Qué cuerpo se puede
formar?

El Dual de un Solido Platonico

Dado un solido platénico, si se construye un poliedro tomando como vértices los puntos
medios de sus caras, se obtiene otro solido platonico. Por ejemplo, a partir de la
actividad anterior, dado el cubo pudo construirse, tomando los puntos medios de las
caras, un octaedro. Se dice que este octaedro es el dual del cubo.

Para investigar:
a. (Cual serd el dual del octaedro?
b. (Cudles seran los duales del dodecaedro, del icosaedro y del tetraecdro?
c. ¢(Te animas a construir otro par de duales con GeoGebra?

Para saber mds:
Puedes encontrar mas informacion adicional sobre los sélidos platonicos y sus duales

en los articulos que hemos compartido en la carpeta Bibliografia del moédulo 5 en
Moodle:

- Alsina, C. (2011) Las mil caras de la belleza geométrica. Los poliedros.
Navarra: RBA Coleccionables S.A.

- Gonzalez, P.M. Los Solidos Platonicos: Historia de los Poliedros Regulares.
DivulgaMAT, Real Sociedad Matematica Espaiiola, disponible en:
https://goo.gl/OEaAgZ

Actividad adicional: Construye un cubo y traza las diagonales cruzadas de dos caras
paralelas. ;Podrias construir un tetraedro regular que tenga como aristas las diagonales
que trazaste?
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SOLIDOS DE REVOLUCION

Definicion: Se llama cuerpo o sélido de revolucion a los cuerpos geométricos que se
generan haciendo girar una figura plana alrededor de un eje.

Ejemplo 5.5: Crear un cono de revolucion

A . . 7
a. Crear un punto A en el origen de coordenadas de la Vista Grafica 3D.
b. Trazar una circunferencia utilizando la herramienta Circunferencia (centro,

radio, direccion) @ tomando como centro el origen de coordenadas; como
direccion, el eje x (en la configuracion predeterminada, es el rojo); como radio,
coloca 2 unidades.

c. Colocar un punto B [*_Isobre el eje x (por ejemplo, el (3,0,0)).

A . . . .
Colocar un punto C L*_Isobre la circunferencia trazada previamente. Pista: para
asegurarte de que el punto esta en la circunferencia, muévelo utilizando la

herramienta Elige y Mueve . El punto debe moverse, pero no debe poder
quitarse de la circunferencia.

e. Trazar, utilizando la herramienta Poligono , el tridangulo ABC.

f. Hacer clic sobre el triangulo ABC con el boton secundario del mouse y
seleccionar Rastro del ment emergente.

g. Hacer clic sobre el punto B con el boton secundario del mouse y seleccionar
Animacion.

ACTIVIDADES J

Generar los siguientes s6lidos haciendo rotar alguna figura plana:

6 Mddulo 5: Explorando geometria 3D



Curso: GeoGebra como herramienta para aprender y ensefiar matematica en forma dinamica
Profesor Tutor: Laura del Rio y Fabiana Pauletich

Con lo que has trabajado hasta aqui, seguramente ya tienes un buen panorama de
qué tipo de actividades se pueden realizar en el aula con la vista 3D de GeoGebra.
A continuacion, te ofrecemos algunos ejemplos mas, de caracter optativo,
relacionados también con la propuesta de los Disefios Curriculares de la Provincia
de Buenos Aires.
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[ OPCIONALES ]

SOLIDOS ARQUIMEDIANOS

Definicion: Se trata de poliedros convexos cuyas caras son poligonos regulares de dos o
mas tipos, a diferencia de los solidos platonicos que poseen todas sus caras iguales.

Actividad: Observar y construir en GeoGebra los siguientes solidos arquimedianos.
Pistas:

e Para el tetraedro y el cubo truncados, partir de un tetraedro o un cubo,
respectivamente, y pensar a qué distancia de los vértices se deben colocar los
puntos de corte para generar todas caras regulares (Nivel de dificultad, II)

e Para el cuboctaedro, es conveniente intentar imaginarlos inscriptos en un cubo.

e El rombicuboctaedro, es un cuboctaedro truncado.

e Una posibilidad alternativa, es pensar en los desarrollos planos de estos cuerpos
geométricos y “plegarlos” utilizando la herramienta Rotacion Axial.

Cuboctaedro Tetraedro truncado

Cubo truncado Rombicuboctaedro

Fuente de las imagenes: Wikipedia (En este sitio, se pueden encontrar estas figuras
animadas, lo que permite su visualizacion desde distintos angulos, lo cual ayuda a
su construccion).
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Ver soluciones paso a paso aqui:

Tetraedro truncado: https://www.geogebra.org/m/PbFeaESA
Cuboctaedro: https://www.geogebra.org/m/wyXcqZgk
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SECCIONES DE UN CUBO

(Qué poligono es posible formar al cortar un cubo con un plano?

Ejemplo 5.6:
a. Construir un cubo con la herramienta adecuada en GeoGebra.
b. Considerar uno de los vértices. En ese vértice, concurren tres aristas. Colocar un
punto en cada una de esas tres aristas.

c. Utilizando la herramienta Plano por tres puntos , construir el plano que pasa
por €sos tres puntos.

d. Con la herramienta Interseccion, hallar la interseccion entre el cubo y el plano.
Pista: para seleccionar el cubo, es conveniente hacerlo desde la Vista algebraica.

e. Hacer clic con el botén secundario del mouse sobre el plano y seleccionar
Representacion 2D. Esto abrira una vista bidimensional en la que se podra

observar todos los objetos que yacen sobre el plano.

Para investigar:
(En qué aristas deberias colocar los puntos si quieres formar:
- Un cuadrado?
- Un pentagono?
- Un rectangulo no cuadrado?
- Un hexagono?
Si alguna de estas configuraciones no es posible, intenta explicar por qué.

SECCIONES CONICAS

En el mddulo 4, ya se ha trabajado con las secciones conicas como lugares geométricos.
En este modulo se retoman estas curvas como intersecciones de un cono con un plano,
que es lo que les da su nombre.

Para ello, proponemos trabajar con el siguiente applet:
https://www.geogebra.org/m/byVjPKSp

a. Mover el deslizador o para visualizar como se pueden obtener las distintas
conicas estudiadas en el modulo 4 como intersecciones entre el cono y el plano.

b. (Como debe ser el angulo entre el plano y el eje, o entre el plano y la generatriz
para obtener cada una de las conicas?

Pista: Para saber como fue creado este applet (o cualquier otro que encuentres en el
sitio web de GeoGebra), debes:

Buscar el icono m en la esquina superior derecha de la pantalla.
Hacer clic sobre ¢l y seleccionar: Abrir con GeoGebra

Mddulo 5: Explorando geometria 3D
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a. Seleccionar el icono El en la esquina superior derecha de la pantalla
b. En el meni emergente, seleccionar la opciéon Vista, y luego Protocolo de la
construccion.

c. Cierra el menu haciendo clic nuevamente en E’y a la derecha de la pantalla
encontraras una nueva Vista de GeoGebra que contiene una tabla en la que se
encuentra paso a paso lo que el creador del applet fue construyendo para lograr
€se recurso.
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